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Abstrakt
Cílem této práce je seznámit se s metodou konecˇných objemu˚ a jejím využitím v ob-
lasti mechaniky tekutin. V práci je postupneˇ popsáno, jak se pomocí metody konecˇných
objemu˚ rˇeší difuzní rovnice, rovnice proudeˇní a Navier-Stokesovy rovnice. Jako rˇešení
Navier-Stokesových rovnic je prˇedstaven algoritmus SIMPLE. Nakonec je algoritmus
SIMPLE použit pro rˇešení ukázkových úloh z oblasti mechaniky tekutin.
Klícˇová slova: Algoritmus SIMPLE, metoda konecˇných objemu˚, Navier-Stokesovy rov-
nice, difuzní rovnice, proudeˇní
Abstract
The objective of this work is to understand the finite volume method and its applica-
tion for solving Computational Fluid Dynamics problems. Application of Finite Vlume
Method to solve diffusion equation, convection-diffusion equation and Navier-Stokes
equation is presented in this work. Algorithm SIMPLE is introduced as a way to solve
Navier-Stokes equation. This algorithm SIMPLE is used solve well-known Computa-
tional Fluid Dynamics problems such as lid-driven cavity and tunnel.
Keywords: Algorithm SIMPLE, Finite volume method, Navier-Stokes equations, diffu-
sion equation, convection-diffusion equation
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31 Úvod
Mnoho jevu˚ z reálného sveˇta se dá popsat pomocí diferenciálních rovnic. Bohužel tyto
rovnice veˇtšinou nemají analytické rˇešení, i prˇesto je možné najít jejich prˇibližné rˇešení
na neˇjaké konkrétní doméneˇ.
Jedním ze zpu˚sobu˚ jak najít tato numerická rˇešení je metoda konecˇných objemu˚. Ta
doménu diskretizuje do konecˇného pocˇtu kontrolních objemu˚, v jejichž uzlových bodech
se spocˇítá daná velicˇina. Jednotlivé hodnoty velicˇiny spocˇítáme ze zadané diferenciální
rovnice, kterou integrujeme prˇes každý kontrolní objem. Následneˇ prˇevedeme trojné in-
tegrály na plošné pomocí Gauss-Ostogradského veˇty[2].
V kapitole 2 je prˇedstaveno použití metody konecˇných objemu˚ na rovnici difuze.
Prˇedstavujeme zde techniky k vyhodnocení derivací a je zde také popsáno zahrnutí okra-
jových podmínek do diskretizovaných rovnic. V kapitole 3 se zabýváme rovnicí prou-
deˇní. Popisujeme zde metody pro vyhodnocení proudových cˇlenu˚ rovnice. Rovnice v
kapitole 2 a 3 jsou speciální formou obecné transportní rovnice [1]
∂(ρϕ)
∂t
+ div(ρϕu) = div(Γgradϕ) + S. (1.1)
V kapitole 4 je prˇedstaven algoritmus SIMPLE pro rˇešení Navier-Stokesových rovnic. V
kapitole 5 je algoritmus SIMPLE použit pro vyrˇešení ukázkových úloh z oblasti mecha-
niky tekutin a výsledky jsou porovnány se známým analytickým rˇešením nebo s refe-
rencˇními výsledky.
42 Metoda konecˇných objemu˚ - difuze
V této kapitole na difuzní rovnici popíšeme základní princip metody konecˇných ob-
jemu˚. Difuzní rovnice je speciální verzí obecné transportní rovnice(1.1), kde ∂(ρϕ)∂t = 0






) + S = 0, (2.1)
kde Γ je difuzní koeficient, S je vliv neˇjakého vneˇjšího cˇinitele na hodnotu ϕ (naprˇíklad
tlakové nerovnosti) a ddx(Γ
dϕ
dx ) prˇedstavuje vliv difuze na hodnotu ϕ. Prˇi popisu metody
vycházíme prˇevážneˇ z knihy Introduction to Computational Fuid Dynamics[1].
2.1 Diskretizace
Zacˇneˇme rozdeˇlením domény na konecˇný pocˇet kontrolních objemu˚. Vložíme neˇkolik
výpocˇetních uzlu˚ do prostoru mezi hranice domény, viz obrázek 3. Hranice kontrolních
objemu˚ se vkládají vprostrˇed mezi sousední uzly. Pokud není zadáno jinak, rˇešíme-li
úlohu v jedné dimenzi, mu˚žeme prˇedpokládat, že velikosti kontrolních objemu˚ v ose y,
z jsou jedna. U úlohy ve dvou dimenzích mu˚žeme prˇedpokládat, že velikost v ose z je
jedna.
Obrázek 1: Kontrolní objem
Mluvíme-li o neˇjakém obecném uzlu, oznacˇujeme ho P, uzel nalevo od uzlu P oznacˇu-
jeme W(západ), uzel napravo se oznacˇujeme E(východ). Ve 2D prˇípadeˇ oznacˇujeme další
uzly N(sever), S(jih). Ve 3D další uzly oznacˇujeme T(nad), B(pod). δxPE , δxPE a podobné
oznacˇují vzdálenosti mezi uzly P E, respektive W P. Prˇi rˇešení úloh budeme cˇasto potrˇe-
bovat hodnoty promeˇnných na steˇnách kontrolních objemu˚. Naprˇíklad pro Γ oznacˇíme
hodnotu difuzního koeficientu na východní steˇne Γe, a obdobneˇ Γw hodnotu na steˇneˇ
západní, viz obrázek 2.
5Obrázek 2: Oznacˇení vedlejších uzlu˚
Z obrázku 3 je videˇt, že kontrolní objemy volíme tak, aby steˇny objemu˚ splývaly s
hranicemi domény.
Obrázek 3: Diskretizovaná doména
2.2 Integrace prˇes kontrolní objemy
Dalším krokem je integrace rovnice popisující úlohu prˇes kontrolní objemy. Integerujeme-











S dV = 0. (2.2)
Poté trojné integrály prvku˚ rovnice, ve kterých se vyskytuje divergence, prˇevedeme na
plošné integrály pomocí Gauss-Ostogradského veˇty [2]. Integrály ve kterých se diver-







dA+ SV = 0. (2.3)
Po vyhodnocení integrálu˚ a lineární aproximaci zdrojového cˇlenu, dostaneme






)w + Su + SpϕP = 0. (2.5)
Hodnoty ϕ a Γ jsou definované urostrˇed kontrolních objemu˚, ale my potrˇebujeme zís-
kat hodnoty gradientu a difuzního koeficientu na steˇnách. Proto gradienty numericky
odhadneme a difuzní koeficienty získáme interpolací. Interpolace nám bude stacˇit line-



























− ΓwAwϕP − ϕW
δxWP
+ Su + SpϕP = 0. (2.10)












dostáváme rovnici, která reprezentuje diskretizovanou formu rovnice (2.1). Pro snadneˇjší
orientaci se rovnice (2.11) prˇepisuje jako
aPϕP − aEϕE − aWϕW = Su, (2.12)
kde









Jsou-li všechny uzlové body ve stejných vzdálenostech od sebe navzájem, mu˚žeme










V minulé cˇásti jsme odvodili tvar rovnice pro obecný prvek P. Nyní je trˇeba se podívat
jak bude rovnice vypadat na krajích domény. Na krajích budeme uvažovat dveˇ možnosti.
Bud’ je zadána konkretní hodnota (tzv. Dirichletova podmínka) a nebo je zadána derivace
(tzv. Neumannova podmínka). Nesmíme zapomenout, že hodnota je zadána na steˇneˇ
7posledního kontrolního objemu, viz obrázek 4. Pro naše úcˇely budeme uvažovat zadanou
podmínku vlevo. Stejný postup by fungoval i pro podmínku vpravo. Nejdrˇíve se budu
zabývat Dirichletovou podmínkou, tedy ϕ(A) = ϕA.
Obrázek 4: Okraj domény
Pro zahrnutí Dirichletovy podmínky do výpocˇtu zacˇneme u rovnice (2.5). Vzdálenost
od uzlu P ke steˇneˇ, na které je prˇedepsaná podmínka, oznacˇíme δxAP . Protože máme











− ΓwAwϕP − ϕA
δxAP














aPϕP − aEϕE = Su + aWϕA, (2.13)
kde









S∗P = SP − aW .
Budeme-li uvažovat grid s uniformními vzdálenostmi pak δxPE = δx, ale δxAP = δx2 .





(B) = qB (2.14)
8Tu si dosadíme do rovnice (2.5)
ΓeAeqB − (ΓAdϕ
dx
)w + SV = 0. (2.15)
A nyní pokracˇujeme stejneˇ jako jsme postupovali prˇi obecné rovnici. Nejprve numericky









− Sp)− ϕWΓwAw = Su + ΓeAeqB.
Nakonec si mu˚žeme rovnici zase prˇeznacˇit
−aWϕW + aPϕP = Su + ΓeAeqB, (2.16)
kde





2.4 Sestavení matice a vektoru pravých stran
Výslednou matici sestavíme z diskretizovaných rovnic pro každý kontrolní objem. Kon-
krétní hodnoty koeficientu˚ v rovnicích záleží na zadání a na použitém diferencování.
Hodnoty vektoru pravých stran se skládají z konstantních cˇástí linearizovanách zdroju˚ a
také z prˇíspeˇvku vycházejících z okrajových podmínek. Matice je pro 1d úlohy 3-diagonální
a vypadá takto, uvažujeme-li na levém okraji Dirichletovu podmínku a na pravém okraji
Neumannovu podmínku

a1,P −a1,E 0 0 · · · 0
−a2,W a2,P a2,E 0 · · · 0
0 −a3,W a3,P −a3,E . . . 0
...
. . . . . . . . . . . .
...
0 0 0 −an−1,W an−1,P −an−1,E





















kde n je pocˇet kontrolních objemu˚.
Prˇíklad 1.
Na prˇíkladu si ukážeme sestavení matice a pravé strany. Budeme uvažovat, že úloha je
9popsána rovnicí (2.1), kde S = 1,A = 1 a Γ = 1. Na levém okraji máme prˇedepsanou hod-
notu ϕA = 1, na pravém okraji máme prˇedepsanou derivaci (dϕdx )(B) = 0. Délka domény
na které budeme pocˇítat je 1 a použijeme 5 kontrolních objemu˚. Takže δx = 1/5 = 0.2.










Nejprve tedy rozdeˇlíme doménu na peˇt cˇástí, poté rovnici diskretizujeme pro každou z
nich. Pro kontrolní uzly 2-4 použijeme vztah (2.12), pro uzel 1 využijeme vztah (2.13), pro
uzel 5 vztah (2.16).
Ted’ už tedy mu˚žeme sestavit matici a pravou stranu
15 −5 0 0 0
−5 10 −5 0 0
0 −5 10 −5 0
0 0 −5 10 −5
















Nyní už zbývá jen vyrˇešit sestavenou matici. K tomuto úcˇelu mu˚žeme využít jakou-
koli metodu urcˇenou k rˇešení soustav lineárních rovnic naprˇíklad metodu sdružených














Rˇešení je znázorneˇno na obrázku 5.
Obrázek 5: Výsledky prˇíklad 1
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3 Metoda konecˇných objemu˚ - proudeˇní









) + S. (3.1)
Pravou stranu už známe, ta popisuje difuzi obecné promeˇnné ϕ a S je vznik nebo zánik
ϕ. Levá strana popisuje zmeˇnu ϕ v du˚sledku proudeˇní. ρ je hustota a u je rychlost.
Nyní se mu˚žeme pustit do rˇešení cˇásti rovnice, která popisuje proudeˇní. V této chvíli
uvažujeme, že rychlost v rovnici je dána a hustota ρ je konstantní. Budeme postupovat



















)w + SV. (3.3)
3.1 Centrální diferencování
Pravou stranu rovnice jsme už vyrˇešili v prˇedchozí kapitole. Otázka je, jak vyhodnotit
hodnoty obecné promeˇnné ϕ na krajích kontrolních objemu˚. Máme víc možností. Jednou
je opeˇt uvažovat lineární rozložení hodnot mezi kontrolními uzly. Takže hodnota na steˇneˇ
se získa zpru˚meˇrováním sousedících hodnot ve kontrolních uzlech. Tomuto prˇístupu se
















− ΓwAwϕP − ϕW
δxWP
+ SV. (3.6)
Pro lepší cˇitelnost se závádí oznacˇení F pro prvky, které ovlivnˇují proudeˇní a D pro
prvky, které ovlivnˇují difuzi, tedy
Fe = ρeueAe, (3.7)


























+De +Dw − Sp) + ϕE(Fe
2
−De) + ϕW (−Fw
2
−Dw) = Su.
Rovnici mu˚žeme zapsat ve tvaru
aPϕP − aEϕE − aWϕW = Su, (3.11)
kde
aP = aE + aW + (Fe − Fw)− Sp,
aE = De − Fe
2
,




Nevýhodou centrálního diferencování je, že hodnota na steˇne kontrolního objemu je
ovlivneˇna stejnou meˇrou zprava i zleva bez ohledu na sílu proudeˇní. Této vlastnosti, tedy
jestli metoda bere v potaz smeˇr proudeˇní, se rˇíká transportivnost. Proto je centrální dife-
rencování nevhodné pro úlohy, ve kterých se vyskytují silné proudy, jak popisují Versteeg






Centrální diferencování funguje dobrˇe pro Pe < 2, tedy funguje dobrˇe, dokud je vliv
proudeˇní menší než dvojnásobek vlivu difuze.
3.2 Upwind
Nevýhodu centrálního diferencování se snaží napravit metoda zvaná upwind. Ta funguje
tak, že hodnota na steˇneˇ kontrolního objemu je ovlivneˇna jen kontrolním objemem proti
proudu prˇed ní.
Pokud je tedy hodnota u veˇtší než nula (proud jde zleva doprava) prˇejde ϕw v ϕW a
hodnota ϕe v ϕP . Pokud je hodnota u menší než nula (proud jde zprava doleva) prˇejde
ϕe v ϕE a ϕw v ϕP . Diskretizovaná rovnice potom vypadá takto
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Pro ue > 0, uw > 0,





ϕP (Fe +De +Dw)− ϕEDe − ϕW (Fw +Dw) = SV.
Pro ue < 0, uw < 0,





ϕP (−Fw +De +Dw)− ϕE(−Fe +De)− ϕWDw = SV.
Ve zkrácené formeˇ
aPϕP − aEϕE − aWϕW = SV,
kde pro ue > 0, uw > 0 máme
aP aW aE
aE + aW + (Fe − Fw)− Sp De Fw +Dw
a pro ue < 0, uw < 0 máme
aP aW aE
aE + aW + (Fe − Fw)− Sp −Fe +De Dw
Upwind má všechny vlastnosti, které požadujeme, aby metoda konvergovala bez ohledu
na sílu proudeˇní. Zmíneˇné vlastno jsou, výsledná matice je diagonálneˇ dominantní, me-
toda zachovává ϕ prˇes celou doménu, zohlednˇuje smeˇr proudeˇní, více viz [1, str. 118-120].
I prˇesto má jednu nevýhodu a tou je jeho prˇesnost. Ta je jen prvního rˇádu.
3.3 Hybridní diferencování
Výhody centrálního diferencování a upwindu spojuje metoda hybrid. Ta se pro Pecle-
tová cˇísla menší než 2 chová jako centrální diferencování a prˇi Pecletoveˇ cˇíslu veˇtším než
2 se chová jako upwind s tím, že vliv difuze zanedbává úplneˇ. A procˇ tedy pro Pecletovo
cˇíslo více než 2? Protože potom je vliv proudeˇní veˇtší než vliv difuze a v takovém prˇípadeˇ
centrální diferencování má chybné výsledky, jak už jsme naznacˇili výše. Diskretizovanou
rovnici s použitím metody hybrid mu˚žeme zapsat takto
aPϕP − aEϕE − aWϕW = SV,
kde pro |Pe| < 2
13
aP aW aE
aE + aW + (Fe − Fw)− Sp Dw − Fw2 De − Fe2
pro |Pe| > 2, u > 0
aP aW aE
aE + aW + (Fe − Fw)− Sp Fw 0
pro |Pe| > 2, u < 0
aP aW aE
aE + aW + (Fe − Fw)− Sp 0 Fe
3.4 Okrajové podmínky
Opeˇt budeme rˇešit, jak vypadá diskretozovaná rovnice na okraji výpocˇetní domény. Cˇást
rovnice je stejná jako rovnice uvažovaná v minulé kapitole, proto se budeme zabývat
jen teˇmi cˇástmi rovnice, které jsme v minulé kapitole nerˇešili. Opeˇt budeme uvažovat
zadanou okrajovou podmínku na levém konci domény, pro další okraje by se podmínky
rˇešily analogicky.
Prˇi Dirichletoveˇ podmínce žádná komplikace nenastává. Protože hodnotu na zá-
padní steˇneˇ máme zadanou, nepoužíváme žádné z diferencˇních schémat pro vyhodno-
cení hodnoty ϕ na západní steˇneˇ. Zadanou hodnotu dosadíme do rovnice (3.3)
Výraz obsahující prˇedepsanou hodnotu prˇevedeme na pravou stranu a zbývající ne-
známé aproximujeme, tak jak bylo ukazáno v této kapitole a prˇedchozí. Nakonec tedy
dostaneme
aPϕP − aEϕE = SV + FwϕA +DwϕA, (3.13)
kde hodnoty koeficientu˚ a záleží na použitém diferencování.
Nyní budeme uvažovat Neumannovu podmínku zadanou na pravém okraji. Tedy
(dϕ(B)dxs )e = qB . Dosadíme-li do rovnice (3.3) dostáváme
ρeueϕeAe − ρwuwϕwAw = ΓeAeqB − (ΓAdϕ
dx
)w + SV. (3.14)
Pravou stranu rovnice (3.14) jsme vyrˇešili v prˇedchozí kapitole, proto se jí už nemu-
síme zabývat. Otázkou tedy je, jak vyhodnotit hodnotu ϕe známe-li derivaci na východní
straneˇ. Odpoveˇd’ mu˚že záležet i na použitém diferencování. Použijeme-li upwind a u > 0




ϕe = 2ϕP − ϕw.
Vztah tedy mu˚žeme využít, pro dosazení do rovnice (3.14)
ρeueAe(2ϕP − ϕw)− ρwuwϕwAw = ΓeAeqB − (ΓAdϕ
dx
)w + SV. (3.15)
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)− ρwuwAwϕW + ϕP
2
= (ΓAqB)e − ΓwAwϕP − ϕW
δxWP
+ SV.





















+Dw − Sp) = ΓeAeqB + Su.
Nyní tedy máme rovnici pro krajní kontrolní objem, který má na východní steˇneˇ zadanou
Neumannovu podmínku.
3.5 Sestavení matice a vektoru pravé strany
Výsledná matice bude vypadat velmi podobneˇ jako matice z kapitoly o cˇisté difuzi. Proto
se v této cˇásti zameˇrˇím na to, jak vypadá soustava lineárních rovnic sestavená za použití
centralního diferencování, prˇi Pecletoveˇ cˇísle veˇtším než 2.
Prˇíklad 2.
Budeme rˇešit úlohu zadanou rovnicí (3.1). V tomto prˇíkladeˇ budeme používat centrální
diferencování. Délka domény je L = 1, koeficient difuze je Γ = 0.1 a hustota je ρ = 1.
Máme zadané okrajové podmínky ϕ(0) = 1 a ϕ(L) = 0 a rychlost u = 2.5m/s. Takže
F = ρuA = 2.5, D = ΓAδx =
0.1





Rovnice pro uzly 2-5 je rovnice (3.11). Pro uzel 1 využijeme rovnici (3.13). Uzel 5
popisuje rovnice analogická k (3.13), jen místo hodnoty na levé steˇneˇ je dána hodnota na
steˇneˇ pravé. Po dosazení vypadá soustava rovnic takto
2.75 0.75 0 0 0
−1.75 1 0.75 0 0
0 −1.75 1 0.75 0
0 0 −1.75 1 0.75






























Porovnání s analytickým rˇešením je znázorneˇno na obrázku 6. Je videˇt, že se naše rˇešení
moc neshoduje s analytickým rˇešením. Je to dáno práveˇ tím, že centrální diferencování
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nijak nezohlednˇuje smeˇr toku[1]. Zmeˇníme-li pomeˇr vlivu proudeˇní vu˚cˇí vlivu difuze,
aby tento pomeˇr byl menší než 2, pak bude centrální diferencování dávat rozumné vý-
sledky. Tohoto mu˚žeme docílit tím že, použijeme více kontrolních objemu˚. Použijeme-li
20 uzlu˚ bude F = ρuA = 2.5 stále stejneˇ a D = ΓAδx =
0.1
0.05 = 2. Pak bude Pecletovo cˇíslo
F
D = 1.25 pro každý prvek. Z obrázku 6 je videˇt, že pocˇítame-li s 20 prvky je shoda s
analytickým rˇešením velmi dobrá i prˇes použití centrálního diferencování.
Obrázek 6: Výsledek prˇíklad 2
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4 SIMPLE
Prˇi rˇešení úlohy proudeˇní a difuze jsme prˇedpokládali, že rychlost proudeˇní je nám
známa. Obecneˇ to nevíme. Pro rˇešení tohoto typu úlohy, kdy jsou rychlosti neznámé, se
používá algoritmus SIMPLE vyvinutý Patankarem a Spaldingem[3] a jeho variace SIM-
PLER, SIMPLEC. My zde popíšeme pouze základní SIMPLE.
Rˇešení úlohy, kde nemáme zadané rychlosti, je popsáno Navier-Stokesovými rovni-














































(ρv) = 0. (4.3)
Rovnice 4.3 je rovnice kontinuity. Rovnice (4.1) a (4.2) jsou stejné rovnice jako jsme meˇli
prˇi rˇešení úloh proudeˇní a difuze, kde zdrojový cˇlen vycházející z tlakových gradientu˚
je osmamostatneˇn, aby byla zrˇejmá jeho du˚ležitost. A obecná promeˇnná ϕ je nahrazena
rychlostí v ose x u, respektive rychlostí v ose y v.
Na levé straneˇ rovnice se vyskytují nelineární cˇleny. Pro rˇešení tohoto problému si









































Po zdiskretizování rovnic u∗ a v∗ odhadneme (trˇeba nulou) a rovnice vyrˇešíme. Tím se
dostaneme blíž ke správne hodnoteˇ u a v. Kdybychom neˇjakým zpu˚sobem veˇdeˇli hod-
noty tlakových graidentu˚ pro všechny diskretizované rovnice, stacˇilo by rovnice rˇešit,
dokud hodnoty u a v nebudou splnˇovat diskretizovanou rovnici kontinuity.
Nyní se pustíme do rˇešení derivace tlaku. Pomineme-li to, že zatím nevíme jak získat





















Nyní jsme dostali vztah pro derivaci, který vu˚bec neobsahuje hodnotu tlaku v bodeˇ pro
který pocˇítáme. Uvažujeme-li rozložení tlaku˚ jako na obrázku, 7
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Obrázek 7: Šachovnicové pole tlaku˚ [1, str. 137]
zjistíme, že takováto aproximace tlakové derivace není vhodná. Protože hodnoty tlaku˚
jsou ob jedno polícˇko stejné, dostali bychom nulovou tlakovou derivaci pro všechna pole,
což není odpovídající. Tento problém se dá vyrˇešit pomocí posunuté mrˇížky, na které
pocˇítáme rychlosti, a nebo použitím vícebodového odhadu derivace.
4.1 Staggered Grid
Doposud jsme uvažovali, že rychlostní i tlakové pole budeme pocˇítat pro stejné kontrolní
objemy. Ale abychom vyrˇešili problém s aproximací tlakových derivací, budeme pocˇítat
rychlosti na steˇnách kontrolního objemu tlaku. To znamená kontrolní uzly pro rychlost u
posuneme na ose x mezi kontrolní objemy tlaku˚ a kontrolní uzly pro rychlost v posuneme
na ose y mezi kontrolní objemy tlaku˚. Du˚ležité je, že posunování se provádi vždy jen na
jedné ose, toto je znázorneˇno na obrázku 8.
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Obrázek 8: Oznacˇování uzlu˚ na Staggered gridu
Nyní si zavedeme nové znacˇení uzlu˚. Uzly pro tlaky se oznacˇují velkými písmeny J ,
I , kde J prˇedstavuje rˇádek a I sloupec. Uzly pro rychlosti u se znacˇí velkým J , malým i,
kde i oznacˇuje sloupec, který je uprostrˇed mezi I a I − 1. Uzly pro v se znacˇí malým j,
velkým I , kde j oznacˇuje rˇádek, který je uprostrˇed mezi J a J − 1, viz obrázek 8.














Protože rovnice se kromeˇ prˇíspeˇvku tlaku˚ neliší od rovnic, které jsme diskretizovali v
minulých kapitolách, je diskretizovaná forma rovnice stejná jako v prˇedchozím prˇípadeˇ
až na prˇíspeˇvek tlakového gradientu. Tlaková derivace se vyhodnotí tak, jak jsme si uká-
zali v minulé sekci a potom se zintegruje prˇes objem, takže se vlastneˇ vynásobí objemem.
u-rovnice potom vypadají takto
19
aPui,J = Σanbunb +
pI−1,J − pI,J
∆x
V + SV, (4.11)
aPui,J = Σanbunb + (pI−1,J − pI,J)Ai,J + bi,J . (4.12)
V rovnicích pro získaní nových hodnot u, se vyskytují i stávající hodnoty u i v. Stávající
hodnoty máme uchovány ve strˇedech kontrolních objemu˚, ale my je opeˇt potrˇebujeme na
steˇnách kontrolních objemu˚, viz obrázek 9.
Obrázek 9: Bunˇka u
Z tohoto du˚vodu interpolujeme hodnoty u, v. Uvažujeme-li konstantní hustotu a kon-
stantní koeficient difuze, potom vypadají koeficienty F a D, s interpolovanými hodno-
tami, takto


















xi − xi−1 ,
De =
Γ
xi+1 − xi ,
Ds =
Γ
yJ − yJ−1 ,
Dn =
Γ
yJ+1 − yJ .
Koeficienty a budou v rovnici (4.12) vypadat v závislosti na použitém diferencování,
avšak vždy to bude neˇjaká kombinace prˇíslušných F a D.
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Rovnice pro v vypadají obdobneˇ
aP vI,j = Σanbvnb + (pI,J−1 − pI,J)AI,j + bJ,i. (4.13)
Pro diskretizovanou rovnici v platí to stejné jako pro rovnici (4.12), potrˇebujeme získat
hodnoty u, v na steˇnách kontrolního objemu. Protože hodnoty v se pocˇítají na jiné mrˇížce
než hodnoty u, budou i použité interpolace vypadat jinak, viz obrázek 10.
Obrázek 10: Bunˇka v
Opeˇt budeme interpolovat hodnoty u a v a opeˇt budeme prˇedpokladát, že hustota a koefi-





















xI − xI−1 ,
De =
Γ
xI+1 − xI ,
Ds =
Γ
yj − yj−1 ,
Dn =
Γ
yj+1 − yj .
Koeficienty a v rovnici (4.13) budou opeˇt záviset na použitém diferencování, ale budou
to neˇjake lineární kombinace prˇislušných F a D. V rovnici (4.12) oznacˇuje Σanbunb sumu
prˇes všechny sousedící prvky, obdobneˇ to platí pro (4.13).
Diskretizovanou formu rovnice kontinuity (4.3) získame klasickým zintegrováním
















ρv dA = 0,
[(ρuA)i+1,J − (ρuA)i,J ] + [((ρuA)I,j+1 − (ρuA)J,J ] = 0. (4.14)
4.3 Tlakové pole
Nyní máme vyrˇešené problémy vycházející z nelineárnosti cˇlenu˚ v rovnicích i tlakové de-
rivace, ale zu˚stává problém odkud vu˚bec získat hodnoty tlaku˚. Opeˇt odhadneme neˇjak
hodnoty tlakového pole. Potom si z odhadnutých rychlostí a tlaku˚ spocˇítáme diskreti-
zované rovnice pro rychlosti, které nám dají lepší odhady rychlostí. u∗ jsou promeˇnné,











nb − (p∗I,J−1 + p∗I,J)AI,j + bI,j . (4.16)
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Ted’ si zadefinujeme hodnoty, které splnˇují diskretizovanou rovnici kontinuity, jako naše
rychlosti odhadnuté plus hodnota, o kterou se naše dveˇ rychlosti liší. Stejneˇ to udeˇláme i
pro tlak
u = u∗ + u,, (4.17)
v = v∗ + v,, (4.18)
p = p∗ + p,. (4.19)
Odecˇteme-li od (4.12) (4.15) a od (4.13) (4.16), získáváme
ai,J(ui,J − u∗i,J) = Σanb(unb − u∗nb) + (pI−1,J − pI,J − p∗I−1,J + p∗I,J)Ai,J , (4.20)
aI,j(vI,j − v∗I,j) = Σanb(vnb − v∗nb) + (pI,J−1 − pI,J − p∗I,J−1 + p∗I,J)AI,j . (4.21)














I,J−1 − p,I,J)AI,j , (4.23)
dostáváme vztah pro získání rychlostních korekcí. Ted’ vypustíme vliv ostatních uzlu˚ z










I,J−1 − p,I,J)AI,j . (4.25)
Nyní podeˇlíme rovnici (4.24) koeficientem ai,J , rovnici (4.25) podeˇlíme koeficientem aI,j
u,i,J = (p
,
I−1,J − p,I,J)di,J , (4.26)
v,I,j = (p
,











Ted’ sice máme vztah pro získání korekcí rychlostí, ale stále nemáme vztah pro tla-
kové korekce. Ten dostaneme tak, že u v rovnici kontinuity (4.14) nahradíme soucˇtem
odhadnuté rychlosti u∗ a korekce u,. Nyní využijeme odvozeného vztahu (4.26), kterým
nahradíme u,
(ρuA)i+1,J − (ρuA)i,J + (ρvA)I,j+1 − (ρvA)I,j = 0
ρi+1,J(u




i+1,J − ρi,JAi,Ju,i,J + ρI,j+1AI,j+1v,I,j+1 − ρI,jAI,jv,I,j =
ρi,JAi,Ju
∗
i,J − ρi+1,JAi+1,Ju∗i+1,J + ρI,jAI,jv∗I,j − ρI,j+1AI,j+1v∗I,j+1
ρi+1,JAi+1,J(p
,
I,J − p,I+1,J)di+1,J − ρi,JAi,J(p,I−1,J − p,I,J)di,J+
ρI,j+1AI,j+1(p
,
I,J − p,I,J+1)dI,j+1 − ρI,jAI,j(p,I,J−1 − p,I,J)dI,j =
ρi,JAi,Ju
∗
i,J − ρi+1,JAi+1,Ju∗i+1,J + ρI,jAI,jv∗I,j − ρI,j+1AI,j+1v∗I,j+1
[(ρdA)i+1,J + (ρdA)i,J + (ρdA)I,j+1 + (ρdA)I,j ]p
,
I,J
− (ρdA)i+1,Jp,I+1,J − (ρdA)i,Jp,I−1,J − (ρdA)I,j+1p,I,J+1 − (ρdA)I,jp,I,J−1 =
ρi,JAi,Ju
∗
i,J − ρi+1,JAi+1,Ju∗i+1,J + ρI,jAI,jv∗I,j − ρI,j+1AI,j+1v∗I,j+1 (4.31)
Rovnici si klasicky prˇeznacˇíme
aI,Jp
,
I,J − aI+1,Jp,I+1,J − aI−1,Jp,I−1,J − aI,J+1p,I,J+1 − aI,J−1p,I,J−1 = b,I,J , (4.32)
kde
aI,J = aI+1,J + aI−1,J + aI,J+1 + aI,J−1,
aI+1,J = (ρdA)i+1,J ,
aI+1,J = (ρdA)i,J ,
aI+1,J = (ρdA)I,j+1,
aI+1,J = (ρdA)I,j .
Nyní jsme dostali diskretizovanou rovnici tlakových korekcí.
4.4 Relaxace
Protože jsme vypustili vliv okolních uzlu˚ prˇi odvozovaní rovnice tlakových korekcí, je
algirtmus nachýlný k divergenci. Proto se používá relaxace. Nové zrelaxované p získáme
takto
p = p∗ + αpp,, (4.33)
kde α je z intervalu (0,1). Bohužel nejvhodneˇjší hodnota αp závisí na konkrétní úloze.
Velicˇiny u a v se také relaxují. Nové hodnoty velicˇin získamé z teˇchto vztahu˚
un = αuu
∗ + (1− αu)u(n−1), (4.34)
vn = αvv
∗ + (1− αv)v(n−1), (4.35)
kde un reprezentují hodnoty, které jsme získali po provedení korekcí. u(n−1) a v(n−1) jsou
hodnoty získané v prˇedchozí iteraci algoritmu. A αu, αv jsou relaxacˇní faktory opeˇt v
rozmezí (0,1).
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4.5 Okrajové podmínky pro rovnice tlakových korekcí
Okrajové podmínky u rychlostí se vynucují stejneˇ jak bylo naznacˇeno v drˇíveˇjších kapi-
tolách. V cˇem je tedy rozdíl u tlakových korekcí? Rozdíl je v tom, že rovnice tlakových
korekcí nevycházejí z obecné rovnice pro ϕ. Máme-li na hranici prˇedepsanou rychlost, na-
hradíme soucˇet odhadnuté rychlosti u∗ a korekce u, zadanou hodnotou. Což znamená,
že prˇíslušné p, se v rovnici neobjeví a ve zdrojích nahradíme u∗ zadanou hodnotou u.
Obrázek 11: Okrajová podmínka [1, str. 137]
4.6 Shrnutí algoritmu
Nyní popíšeme celý algoritmus. Na zacˇátku algoritmu udeˇláme odhad rychlostí u, v a
tlaku˚ p. Odhady oznacˇujeme u∗, v∗, respektive p∗. Nemáme-li po ruce neˇjaký lepší od-
had, použijeme jako náš první odhad nuly. Poté z odhadnutých rychlostí a tlaku˚ sesta-
víme matici diskretizovaných rovnic u a matici diskretizovaných rovnic v. Ty vyrˇešíme,
cˇímž dostaneme nový, lepší odhad u∗, v∗. Následneˇ sestavíme matici rovnic tlakových
korekcí a vyrˇešíme ji. Poté opravíme hodnoty u∗, v∗, p∗. Pokud výsledné hodnoty splnˇují
diskretizovanou rovnici kontinuity, s neˇjakou danou prˇesností ϵ, algoritmus ukoncˇíme a
oznacˇíme u = u∗, v = v∗, p = p∗ + c, v opacˇném prˇípadeˇ proces opakujeme, jak je na-
znacˇeno zde 4.6. U tlaku˚ není podstatná konkrétní hodnota, ale du˚ležité jsou rozdíly, z
kterých vzníkají zdrojové cˇleny pro rovnice rychlostí. Zminˇuje se o tom S. V. Patankar ve
své knize Numerical Heat Transfer nad Fluid Flow[4].
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Algoritmus SIMPLE
u∗ = zeros(nx, ny);
v∗ = zeros(nx, ny);
p∗ = zeros(nx, ny);
while convergence
[Mu, vectorU] = generateEquationsForU(u∗, v∗, p∗);
[Mv, vectorV] = generateEquationsForV(u∗, v∗, p∗);
u∗ = solve(Mu, vectorU);
u∗ = solve(Mv, vectorV);
[Mp, vectorP] = generateEquationsForPressureCorrections(u∗, v∗);
p, = solve(Mp, vectorP);
u∗ = correctU(u∗, p,);
v∗ = correctV(v∗, p,);




V této kapitole na daných úlohách prˇedstavím výsledky, námi naimplementovaného al-
goritmu SIMPLE. Proudové cˇleny rovnice vyhodnocujeme metodou hybrid. Pro rˇešení
vzniklých soustav lineárních rovnic používáme MATLABovské lomítko. Prˇesnost, kte-
rou používáme pro urcˇení kdy ukoncˇit algoritmus, je 1× 10−9. Protože výsledky se cˇasto





kde ρ je hustota, µ je dynamická viskozita, u je charakteristická rychlost a L je charakteris-
tická vzdálenost pro úlohu. Cˇím veˇtší je Reynoldsovo cˇíslo, tím víc je úloha turbulentní.
5.1 Cavity
Jako první test jsem zvolil úlohu cavity. Je to úloha, která se cˇasto používá pro testování
nových metod nebo nových výpocˇetních nástroju˚, kvu˚li své jednoduché geometrii a jed-
noduchým okrajovým podmínkám.
Úloha je zadána takto, tekutina je uzavrˇena ve cˇtvercové výduti ohranicˇené ze trˇí stran
nepohyblivými steˇnami a na horní straneˇ pohyblivou steˇnou s danou rychlostí ve smeˇru
tecˇny ke steˇneˇ, viz obrázek 12. To znamená, že na východní, západní, jižní straneˇ mám
zadanou Dirichletovu podmínku u = 0, v = 0. A na severní straneˇ je zadána podmínka
u = 1, v = 0. Strana výduteˇ je 1m. Hodnoty pro ρ, µ volím v závislosti na požadovaném
Reynoldsoveˇ cˇísle.
Obrázek 12: Zadání úlohy - cavity
Výsledky srovnáváme s hodnotami z práce Ghia,Ghia a Shina[5]. Hodnoty u se po-
rovnávají na vertikálním rˇezu vedeném strˇedem cavity. Hodnoty v se porovnávají na
horizontálním rˇezu vedeném strˇedem cavity. Z obrázku 18 je videˇt, že pro rychlosti u je
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shoda velmi dobrá i prˇes to, že pro výpocˇet byla použita mrˇížka 40x40 oproti 129x129 v
referencˇním rˇešení. Oproti tomu u rychlostí v jsou videˇt podstatné rozdíly, které mohou
být zpu˚sobeny práveˇ rozdílnou velikostí použité mrˇížky, viz obrázek 19. Prˇi vykreslení
proudnic jsou také patrné rozdíly prˇedevším v pravém a levém dolním rohu cavity. Za-
tímco u referencˇního rˇešení je patrná singularita, v našem rˇešení zobrazena není. Jako
rˇešení teˇchto problému se nabízí použití veˇtšího rozlišení mrˇížky, to by ale bylo cˇasoveˇ i
výpocˇetneˇ nárocˇné, prˇedevším kvu˚li neoptimalizovanému kódu. Další možné rˇešení by
bylo použití neuniformní mrˇížky tak, aby byla sít’ v dolních rozích hustší. Výsledky pro
Re=100 jsou prˇedstaveny na obrázcích 13, 14, 15, 16.
Obrázek 13: Numerické rˇešení u
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Obrázek 14: Numerické rˇešení v
Obrázek 15: Numerické rˇešení p
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Obrázek 16: Proudnice
Obrázek 17: Proudnice Ghia [5]
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Obrázek 18: Porovnání výsledku u rychlostí pro y=0.5
Obrázek 19: Porovnání výsledku v rychlostí pro x=0.5
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5.2 Tunel
Úloha tunel je zadána následovneˇ, máme obdelník o stránach LxLy, na levém okraji je
zadáno u = 1 a v = 0. Na horním a spodním okraji máme zadány nuly pro u i v. Na
pravém konci tunelu je zadána nulová derivace pro obeˇ rychlosti. Délka Lx je 10, délka
Ly je 1. Budeme pocˇítat na mrˇížce 20× 20.
Obrázek 20: Zadání úlohy - tunel
Výsledky jsou zobrazeny na obrázcích 21, 22, 23.
Obrázek 21: Numerické rˇešení u
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Obrázek 22: Numerické rˇešení v
Obrázek 23: Numerické rˇešení p
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6 Záveˇr
V práci jsme se seznámili s metodou konecˇných objemu˚ a jejím využitím pro diskretizaci
a numerické rˇešení parciálních diferenciálních rovnic. Metodu konecˇných objemu˚ jsme
uvedli na jednoduché diferenciální rovnici popisující difuzi v 1D. Na této úloze jsme
prˇedvedli vyhodnocení derivací a interpolaci hodnot. Dále jsme prˇešli k rˇešení rovnice
proudeˇní. Prˇi aplikaci metody konecˇných objemu˚ na rovnici proudeˇní byla prˇedstavena
ru˚zná diferencˇní schémata pro vyhodnocení vlivu proudeˇní a jejich vlastností. Na jedno-
duchém prˇíkladu jsme prˇedvedli vhodnost diferencˇních schémat.
V dalši cˇásti práce jsme se seznámili s algoritmem SIMPLE, který se používá pro rˇe-
šení Navier-Stokesových rovnic. Uvedli jsme problém s nelinearitou jednotlivých cˇlenu˚
v Navier-Stokesových rovnicích, který algoritmus SIMPLE rˇeší použitím iteracˇního pro-
cesu. Dále byl prˇedstaven problém s vyhodnocením tlakových gradientu˚, který se v al-
goritmu SIMPLE rˇeší použitím posunuté mrˇížky.
Na konci práce jsme použili algoritmus SIMPLE pro získání rˇešení ke dveˇma typic-
kým úlohám z oblasti mechaniky tekutin.
Vlastní implementace algoritmu SIMPLE by mohla být rozšírˇená o možnost využití
neuniformní mrˇížky, prˇípadneˇ o zrychlení výpocˇtu jeho paralelizací. Dále by se dalo uva-
žovat o rˇešení úloh ve trˇech dimenzích nebo rˇešení nestacionární úlohy.
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